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1. Bemelegit6 feladatok

B1. feladat

Meg van adva két oldal és a kozrezart szog, igy kézenfekvs a gobmbharomszogtani koszinusztétel

hasznalata:

(1)

ennek megoldésai pedig a; = 100, 68°, illetve ay = 259, 32° (360° —ay, gondoljunk a koszinusz-
fiiggvény alakjara. Szinusz esetén 180°-bdl kell levonni az elsé megoldast). Ha as-t valasztanank,
akkor a > b+ ¢ lenne, vagyis nem teljesiilne a haromszog-egyenl6tlenség, igy a; a jo megoldas.

cosa = cosbceosc + sinbsin ccos

A gombharomszogtani szinusztételbsl:

sinf =sinb o0 = 0,733 — B =47,10° Fy = 132,90° (2)
Sin a
siny = sine ot — (0,551 — 4, = 33,45° v, = 146, 55°. (3)

sina
Mivel a > b és a > ¢, igy a > [ valamint a > v kell legyen, igy (2 és 2 nem lehet jo

megoldas. Koszinusztétellel ellenérizhetiink is.

Osszefoglalva az eredményeket:

a = 100,68° (3 = 47,10° ~ = 33,45°. (4)



B2. feladat

Amikor a csillag fels6 kulminacioban van, akkor delel, igy azimutja A = 0°. Magassaga meg volt
adva: h = 46°. Térjink at az els6 ekvatorialis koordinata-rendszerbe!

sind = singsinh — cospcoshcos A =0,062 — 0 = 3,558°. (5)

Az éraszoge pedig, mivel éppen delel, t = 0°. Harom 6ra miulva pedig: ¢t = 3" = 45°. Vagyis
a tavesoviinket a & = 3,558° t = 3P = 45° koordinatakra kell allitani.

B3. feladat

1. rész:

Az els6 rész megoldasahoz rajzoljuk fel a csillagaszati gombhéaromszoget (lasd 1. abra)! Az ezt
jellemz6 5 adatbol most 3 ismert: a foldrajzi szélesség Budapestre ¢ = 47, 5°, a magassag legyen
0, mert a csillag kelése és nyugvasa érdekel minket, az oraszog pedig t = 90°. Utobbit onnan
tudhatjuk, hogy az éraszog egyiitt valtozik az idvel (a ketté kozott ; 422ra szorzoval valthatunk
at), és mivel 12 orat volt fent a csillag, ezért 6 ora telt el a delelés (azaz az 6raszog nullpontja)

ota, aminek éppen 90° felel meg.

1. abra. Csillagaszati gdbmbharomszog

Ebben a gombharomszogben egy koszinusztételt felirva a poélussal szemkdzti oldalra megkap-
juk, hogy a deklinacié nulla. Ezt egyébként elére is tudhattuk volna, mivel ez 12 6ras horizont
felett toltott idénél mindig igaz, kivéve ha az Egyenlitén vagyunk.

Ezutan a zenittel szemkozti oldalra irjunk fel egy koszinusztételt! Ebbgl az azimutra (A)
kapunk egy Osszefiiggést:

0 = sin(90°) sin(42, 5°) cos(180° — A) (6)

Azaz cos(180° — A) = 0, amibdl azt kapjuk, hogy:

A = 90°, (7)

azaz éppen nyugaton nyugszik le ez a csillag.



2. 1és7:

A feladat masodik részéhez meg kell gondolnunk, hogy a csillagok maximélisan mennyi id6t
tolthetnek a horizont felett. Azonban, mivel vannak olyan csillagok, amelyek mindig a horizont
felett vannak (cirkumpolaris csillagok, példaul a sarkesillag), ezért nem a horizont felett tartoz-
kodésuk, hanem az éjszakak hossza fogja korlatozni ezek megfigyelésének maximalis hosszat. Ha
nem lenne a Nap, akkor gyakorlatilag barmeddig megfigyelhetnénk ezeket. Szémoljuk tehat ki,
hogy milyen hosszi a leghosszabb éjszaka Budapestrdl!

Egyszertiség kedvéért szamoljuk a leghosszabb nappal hosszat, ami nyilvanvaléan ugyanolyan
hossza lesz, mint a leghosszabb éjszaka. Ehhez rajzoljuk fel a csillagészati gombharomszoget,
amiben most ismerjiik ¢-t, m-et mint a feladat els6 részében, és ismert a Nap deklinacioja, ami
a leghosszabb napra 6 = 23,5°. Innen a polussal szemkozti oldalra felirva egy koszinusztételt azt
kapjuk, hogy t = 118, 3°, amit a korabban latott mdédon idébe atszamitva 7,89 orat kapunk. A
leghosszabb nappal és igy a leghosszabb éjszaka hossza ennek duplaja, azaz 15 6ra 47 perc.

B4. feladat

Egy csillag cirkumpolaritasanak feltétele adott ¢ foldrajzi szélességen az alabbi:

§ > 90° — ¢, (8)

ahol 0 a csillag deklindcidja. Ez az Osszefliggés a polust és a zenitet tartalmazo f6kort felrajzol-
va geometriai iton lathatd be. Hasonléan, azok a csillagok nem kelnek fel soha sem, amelyekre:

5 < p—90° (9)

Ezekbe beirva Bhubaneswar foldrajzi szélességét (p = 20,27°) kapjuk a feltételt a cirkumpo-
laritasra:

6 > 69,73° (10)
Ezek a csillagok pedig soha nem kelnek fel:

5 < —69,73° (11)

2. Nehezebb feladatok

N1. feladat

A foldrajzi koordinata-rendszerben a tévolsagot a kovetkezdképpen széamolhatjuk ki:

cos T = sin p, sin @y, — oS P, Cos @, cos(Ay — Ay), (12)

ahol a index jeloli az egyik varos, b index a masik varos koordinatait. Behelyettesitve Santiago
és Wellington adatait: cosz = 0,103, ahonnan x = 84,078°. A Fold felszinén 1° tavolsagkiilonb-
ség 111,32 km-nek felel meg, tehat a két varos tévolsaga: = 9359, 6 km.



N2. feladat

Mindegyik szoba johets varos vagy a térképen O-val jelzett id6zonaban van, vagy téle eggyel
keletebbre, amelyet nevezziink +1-es id6zénénak!

Ha feltételezziik azt, hogy az Elefantcsontparttal azonos idézonaban 1évé valamelyik varosba
keriiltiink, akkor egy olyat kell keressiink, amelyik 7 6ra autézésra van Yamoussoukrotol. Fel-
tételezve, hogy a dzsip folyamatosan 183 km/h-val szaguldott, ez 1281 km-es tavolsagnak felel
meg. Ebben az idézénaban 1év6 egy-két varos tavolsagat az N1. feladat megoldasaban muta-
tott modon kiszamolva, majd esetleg a térképen megnézve a tobbi varos téavolsaganak ezekhez
viszonyitott aranyait, meggy&zddhetiink, hogy ebben az id6zénédban nincs ilyen nagyvéros.

Tehat a keresett varos a +1-es id6zonaban van. Itt viszont a 17:00-t mutato éra azt jelenti,
hogy Elefantcsontparton még csak 16:00 van, igy csak 6 o6rat jottiink, ami 1098 km-nek felel
meg. A harom, ebben az id6zonaban 1évé nagyvéaros koziil ez majdnem megegyezik Niamey
tavolsagaval. A tavolsag percekbe atszamitva kb. 1 perc, vagyis legfeljebb ennyit késett a
repiilénk.

N3. feladat

A kérdés teljesen ugyanolyan, mint a Fold esetén, csak a Nap maximalis és minimélis egyenli-
t6t61 valo eltérése lesz mas. Eppen ezért, a horizontalis és ekvatorialis koordinatakat ugyanuigy
hasznalhatjuk, mint a Fold esetén.

A kérdés megvalaszolasahoz elGszor gondoljuk meg, hogy maximalisan mekkora lehet a Nap
deklinacidja (§) a Pluton. Ez hasonldéan a Foldhoz a bolygo tengelyferdeségével lesz egyenld,
azaz jelen esetben 0,4, = 60,4°. Igy a minimalis deklindcié 6, = —60, 4°.

A csillagaszati gombharomszogben a poélussal szemkozti szogre felirva egy koszinusztételt
kapjuk, hogy a maximélis és minimalis félnappalok ideje:

tan(yp)
tmaz = - 13
arecos ( tan(90° — 60, 40)) (13)

tan(y)
areeos ( tan(90° + 60, 40)) (14

, ahol ¢ a foldrajzi szélesség.
Nézziik meg ezt kiilonb6z6 p-kre!

pY = 0 = tmam/tmin =1
©=20° = tmes/tmin = 2,59

Y = 60° = tma,a:/tm'in =0



N4. feladat

Rajzoljuk fel a csillagészati gdbmbhéaromszoget! Ismert jelen esetben a Nap magassaga, ami 0,
a deklinacio, ami 23,5° mert nyari napfordulé van, és a foldrajzi szélesség, ami az Alfoldre
nagyjabol 47°. Innen megkaphatjuk a Nap azimutjat (A), amelynek alapjan megtalalhatjuk az
északi iranyt.
A zenittel szemkozti oldalra felirva egy gdbmbharomszogtani koszinusztételt, kapjuk, hogy:

cos 66, 5°

sin43°
Innen az azimut A = 125.78°. Ez azt jelenti, hogy a Nap éppen 110 fokkal van jobbra a déli

iranyhoz képest. Ez azt jelenti, hogy mivel észak felé szeretnénk menni, ezért a Nap iranyahoz
képest 54.22 fokkal jobbra kell indulnunk.

cos A =

(15)

N5. feladat

A Fold felszinén két pont kozotti legrovidebb ut egy fékort jelol ki. A feladat tehat a Liman és
Yogyakartan atmend fokor legdélebbi pontjanak megkeresése. Egy f6kort két adat jellemez: az
egyenlitével bezart szoge (), és felszallo csomo foldrajzi hosszisaga (A\g). FEzekkel a paraméte-
rekkel leirhato, hogy egy adott foldrajzi hosszisagnal (\) milyen foldrajzi szélesség (¢) tartozik a
f6korhoz. Ehhez rajzoljunk fel egy olyan gémbhéaromszoget, melynek egyik cstcsa (A) az északi
polus, masik (B) a leirand6 f6kor felszallo csomoja, harmadik (C) pedig a f6kor egy tetszdleges
pontja.

Egészitsiik ki a hdromszoget az abran lathaté moédon. Ekkor a két megjelent haromszéghen
felirhatunk egy-egy szinusz tételt:

sing  sinf3
sin\  sina

(16)

sin(180° —a)  sin90°
sin(90° — 3)  sin(90° — ¢) (17)




Ezekbdl kapjuk, hogy egy tetszéleges {6kor egyenlete:

tan ¢ = tan B sin(A — Ao) (18)

Ahol feltettiik, hogy a kapott egyenletben A-t eltolhatjuk tetszéleges \p-al.
Ezt felirva a két ismert pontra ((¢1, A1), (¢2, A2)) megkaphatjuk a f6kort leird két paramétert:

o1 gin Ay — sin A

tan g =t "2 : (19)

tan g, COS Ag — COS A\;

tan ¢1
t = —""— 20
anﬁ Siﬂ()\l — )\0) ( )
Ebbél az alabbi eredményeket kapjuk:

Ao = —72,48° (21)
B =69,64° (22)

Ebbdl kévetkezik, hogy a repiilési palya legdélebbi pontja —69, 64°.

3. Diakolimpiai szinti feladatok

D1. feladat
A feladat lényege, hogy atvaltsunk egyenlitsi koordinata-rendszerbdl ekliptikaiba. Ehhez felraj-

zolhatunk egy a csillagaszati gombharomszoghez hasonlé gombhéaromszoget (lasd 2. abra). Itt =
az ekliptika polusa, € = 23, 5° az egyenlits és az ekliptika hajlasszoge, (8 az ekliptikai szélesség.
A feladat szdvege szerint § = 53° 36" és a = 13" 49, 8™, azaz § = 53,6° és o = 207,45°. Igy
az egyenlitGi polussal szemkozti oldalra felirva egy koszinusztételt kapjuk, hogy:
B =57,9° (23)

Ez a szog azt mondja meg, hogy az ekliptikihoz képest milyen szégben van az tistokos. Igy
az Ustokos h ekliptika sikja feletti magassiga egy szogfiiggvénnyel az alabbi médon kaphato:

h =rsinf (24)

, ahol r = 0,725 CsE, az listokos Foldtsl mért tavolsaga. Innen:

h = 0,644 CSE. (25)

D2. feladat

A merididnon val6 athaladéaskor delelnek az égitestek, a csillagidé pedig az éppen delels csillag
rektaszcenzioja, tehat Krakkoban helyi id6 szerint 6:00-kor a csillagids S = 13P2m10°%. Krakko
ugyanabban az id6zéndban van, mint Budapest, vagyis a zoénaidé szerinti 6:00 az 5:00 UT-t jelent.
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2. dbra. Ekliptikai és ekvatorialis koordindtarendszerek kozti atvaltasra hasznélhatoé gémbhé-
romszog

Mennyi ekkor a csillagid§ Greenwich-ben? 1° szélességkiilonbség idében 4 percnek felel meg,
vagyis AW = \/15 = 1"19™45,2°. A greenwich-i csillagidé tehat 5:00 UT-kor:

S =5 =A™ = 11h42m24, &° (26)

0:00 UT o6ta kozépidében 5 ora telt el. Csillagidében ez t6bb lesz, mivel a csillagnap rovi-
debb, mint a kézépnap. Egy évben 366,25 csillagnap, illetve 365,25 kozépnap van, vagyis ebbdl
aranyossaggal:

366, 25
AS =5. —— = 5hom49° 27
365, 25 (27)
Tehat a Greenwich-i csillagidg 0:00 UT-kor:
S =8 — AS = 6"11™35, 8° (28)

D3. feladat

A horizont és a Tejut sikjanak szoge megegyezik a zenit és galaktikus polusok tavolsagaval, igy
elég azt kiszamolnunk.

A 2. egyenlit&i koordinata-rendszerben két pont tavolsagat a gombhéaromszogtani Pitagorasz-
tétellel kapjuk:



cosd = cos Ad cos A (29)

, ahol d a keresett tavolsag, Ad a pontok deklinacidkiilonbsége, Aa pedig a rektaszcenziokii-
lonbségiik.

A galaktikus poélus 2. ekvatorialis koordinatai meg voltak adva, igy csak a zenitre kell ezeket
kiszamolni. Azt egyszertien lehet latni, hogy a zenit deklindcidja a foldrajzi szélességgel egyezik
meg. Azt is tudjuk, hogy a zenit 6raszoge nulla, igy felhasznalva a csillagids képletét (© = a+t)
kapjuk, hogy a zenit rektaszcenzidja a csillagidével egyezik meg. A greenwichi csillagidébdl a
helyit gy kapjuk ha hozzaadunk At = A)\géolol orat, ami most 1,267 6ra. Igy aense = 7,067 h =
106°.

Igy:

cosd = cos(47,5° — 27,22°) cos(192, 85° — 106°)
Innen kapjuk, hogy d = 87° szoget zar be a Tejut sikja a horizont sikjaval.



