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1. Bemelegits feladatok

B1. feladat

Meg van adva két oldal és a kozrezart szog, igy kézenfekvs a gdbmbharomszogtani koszinusztétel
hasznalata:

cosa = cosbcosc + sinbsinccosa = —0,076 (1)

ennek megoldasai pedig a; = 94, 36°, illetve as = 265,64° (360° — a;, gondoljunk a koszinusz-
fiiggvény alakjara. Szinusz esetén 180°-bol kell levonni az elsé megoldést). Ha as-t valasztanank,
akkor a > b+ c lenne, vagyis nem teljesiilne a haromszog-egyenlGtlenség, igy a; a jo megoldas.

A géombharomszogtani szinusztételbsl:

sinff = sinb ot — 0,954 — By = T72,56° [y — 107,44° (2)
Sin a

siny = sin ¢ Zl_no‘ — 0,331 — 45 =19,35° ~, = 160,65°. (3)
1mna

A ~5 nem lehet j6 megoldas, mert egy gombhéaromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb
szognek kell allnia. Vagyis a 7, a j6 megoldas, ami viszont azt jelenti, hogy ha [-et vélaszta-
nank, akkor nem teljesiilne, hogy a gémbharomszog bels szogeinek Osszege 180° és 540° kozé
esik. Tehat (2 a helyes.

Tehat azt kaptuk, hogy:

a=94,36" B =107,44° ~=19,35° (4)

Innen a haromszog T' teriiletét szteradianban kaphatjuk meg az alabbi képlettel:

I'=a+B+y—m (5)
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Innen:
T =0,38 (6)

Ezt atszamolhatjuk négyzetfokba is egy 1802 /72 szorzoval. Igy a gémbharomszog teriilete 1248,48
négyzetfok.

B2. feladat

Az 1. adbran felrajzoltuk a Nap utjat a nyari napforduld idején oldalnézetbsl. Az abran az a spe-
cialis helyzet szerepel, amikor a Nap alsé kulminacidjaban éppen eléri a csillagaszati sziirkiiletet,
azaz a -18 fokos magassagot.

Tekintsiik az abran megvastagitott haromszoget. Ez egy derékszogd haromszog, amelynek
egyik hegyes szoge 23,5°, masik pedig ¢ + 18°.

Innen megkaphato a foldrajzi szélesség:

@ =90° — 18° — 23,5° = 48, 5° (7)

Lathato, hogy akkor nem lesz teljes s6tétség a nyari napfordulokor, ha a foldrajzi széles-
ség ennél nagyobb. Természetesen a déli féltekén is megvalosul hasonlé helyzet —p-nél kisebb
szélességeken.

Tehat a teljes sotétség el nem érésének feltétele:

p > 48,5° vagy ¢ < —48,5° (8)

1. abra. Szirkiilet

B3. feladat

Mivel Szoul koordinatéi északi szélességben és keleti hossztisdgban vannak megadva, Asuncion
koordinatai pedig déli szélességben és nyugati hossztusagban, at kell valtanunk valamelyiket a ma-
sikba. Ekkor egyszertien negativ elGjelet kapnak a koordinaték, igy pl. ha Asunciéon koordinatait
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valtjuk at, a kovetkezot kapjuk:
o = —25°16" \= —57°38 9)
Igy pedig mar hasznalhatjuk a kovetkezd képletet:
COS T = Sin @, sin py, + oS PPy cos( Ay — Ay) (10)
ahonnan z = 197,13° | amit a Fold esetében 111,32 km /o -kal kell megszorozni, hogy kilométer-

ben megkapjuk a tavolsagot: * = 18604, 7 km

B4. feladat

Az északi féltekén a cirkumpolaritas feltétele az, hogy 6 > 90° — ¢, a déli féltekén pedig, hogy
0 < —90° + @, igy az uj-zélandi nagyvaros esetén a d < —53, 17° deklinacioju csillagok lesznek
cirkumpolarisak.

Az északi féltekén azok a csillagok fognak a zenitben delelni, amelyekre 6 = ¢, a déli féltekén
pedig azok, amelyekre 6 = —p, vagyis Auckland-ben azok, amelyekre § = —36, 83°

2. Nehezebb feladatok
N1. feladat

Szokasos médon a csillagaszati gdmbharomszog felrajzolasaval kezdiink (lasd 2. abra). Irjunk fel
egy coszinusz tételt a polussal szemkozti oldalra:

c0s(90° — m) = cos(90° — ¢) cos(90° — ) + sin(90° — ¢) cos(90° — J) cos t (11)
Ezt atalakitva megkapjuk, hogy:

: e -
cost — Sinm — sinpsin (12)
COS ( COS O

A sziirkiilet hossza az az id6 ami a Nap 0° és -6°-0s magassiaga kozt eltelt id6, azaz:

At =t(m = —6°) — t(m = 0°) (13)
Azaz:
(—6°) — si -
At = arccos <sm( ) — sinpsin ) — arccos (tan ¢ tan d) (14)
COS ¢ COS 0
Beirva az adatokat kapjuk,hogy:
At = 74,95° — 61,47° = 13, 48° (15)

Atszamolva idére, kapjuk, hogy a sziirkiilet hossza 54 perc.



2. abra. Csillagészati gombharomszog

3. abra. Eggomb észak-dél iranya metszete



N2. feladat

Tekintsiik a 3. dbrat. Ez az éggdmb egy észak-dél iranyt metszete. Leolvashato rola, hogy egy
csillag delelési magassaga myay = (180° — 90° — ) + 0.

Rajzoljuk fel ezutan a csillagaszati gombharomszoget (lasd 2. abra). Ebben m = 0 esetben
a zenittel szemkozti oldalra felirva egy koszinusztételt kapjuk, hogy:

sind = — cos ¢ cos A (16)
Ezt az Osszefiiggést a korabban kapott képletbe beirva kapjuk az Osszefliggést a delelési ma-
gassag és a lenyugvas idejében vett azimut (A) kozott:

Mmax = 90° — ¢ + arcsin (— cos p cos A) (17)

A feladat masodik részéhez gondoljuk meg, hogy a magassdg maximélisan 90° lehet. Igy a

maximélis delelési magassag 90°, tehat a maximalis delelési magassaghoz tartozé azimutot tgy
kapjuk, ha ezt beirjuk a delelési magasségos képletbe. Ebbdél azt kapjuk, hogy:

arcsin (—cos pcos A) = ¢ (18)

Ezt atrendezve kapjuk az eredményt:

cosA = —tanep (19)

N3. feladat

A célallomasra érkezés id6pontjaban tudjuk a ¢, m = 0 és 0 (nem valtozik) koordinatékat. Innen
meghatéarozhatjuk az azimutot (az egyszertsitéseket mar elvégezve):

sin ¢
cos A=

A =120° (20)
cos
A masik megoldas 240° lenne, de ez van nyugatra, vagyis a lenyugvas itt torténik meg. Az
oraszoget ugy kaphatjuk meg egyértelmien, ha sin t-t és cos t-t is kiszamitjuk, és keressiik a
ketts kozos megoldésat:
sin A sin ¢ sin

= 2 T 21
cos & cos @ cos 0 (21)

A kozos megoldas t = 87,1734°. Igy az oraszogek killonbsége: 79°3724”, ami a marsi
360° = 23"39™m35° Gsszefiiggést hasznalva 5713™59% idékiilonbségnek felel meg.

A két pont tavolsdgat a mar jol ismert képlettel szamithatjuk ki, annyi kiilonbséggel, hogy
most nem 111,32-vel kell beszorozni a fokokban kapott végeredményt. A szorzoéfaktort a Mars
R = 3397 km-es sugaraval igy szamithatjuk ki:

2Rw km
—— =159.29— 22
360 ’ o (22)

A tavolsag igy 29,59 km, aminek a megtételéhez v = 5, 651%“—05 sebességre van sziikség.
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N4. feladat

Mivel a Mars forgasi periddusideje 23"39™35%, igy amig a Foldon 15 nap telik el, a Marson
15- 24" /23839™m35% = 15,2157 sol (marsi nap). A Mars keringési ideje 686,97 nap, ami 696,85 sol.
Csillagnapokbol, pontosabban ,csillagsol”™-okbol pedig eggyel tébb van egy évben, mint ahogy
azt a Fold esetében is lattuk, igy ahhoz, hogy a sol-okat ,csillagsol™ba atszamitsuk, azt 696,85 /
697,85 = 0,9986-tal kell szorozni. Igy a 15,2157 sol marsi csillagidében 15,1939. Vagyis a csillag
15-sz0r , korbement”, ezenkiviil pedig az 6raszogének megviltozasa: 360° - 0,1939 = 69, 804°.

N5. feladat

A kérdés teljesen ugyanolyan, mint a Fold esetén, csak a Nap maximalis és minimélis egyenli-
t6t61 valo eltérése lesz mas. Eppen ezért, a horizontalis és ekvatorialis koordinatakat ugyantugy
hasznélhatjuk, mint a Fold esetén.

A kérdés megvalaszolasahoz elGszor gondoljuk meg, hogy maximalisan mekkora lehet a Nap
deklinacioja (§) a Pluton. Ez hasonloéan a Foldhoz a bolygo tengelyferdeségével lesz egyenld,
azaz jelen esetben 0,4, = 60,4°. Igy a minimalis deklindci6 6, = —60, 4°.

A csillagaszati gobmbharomszoghen a polussal szemkozti szogre felirva egy koszinusztételt
kapjuk, hogy a maximélis és minimalis félnappalok ideje:

| tan ()
tmam - - 2
aresti ( tan(90° — 60, 40)) (23)

. tan(p)
et ( tan(90° + 60, 40)) (24)

, ahol ¢ a foldrajzi szélesség.
Nézziik meg ezt kiilonb6z6 ¢-kre!

Y = 0 = tmaa:/tmin =1
Y = 20° = tmaz/tmin = 2,59
Y = 60° = tmam/tmin =0

N6. feladat

A Fold felszinén két pont kozotti legrovidebb ut egy fékort jelol ki. A feladat tehat a Liman és
Yogyakartan atmend f6kor legdélebbi pontjanak megkeresése. Egy f6kort két adat jellemez: az
egyenlitével bezart szoge (), és felszallo csomo foldrajzi hosszisaga (Ag). Ezekkel a paraméte-
rekkel leirhato, hogy egy adott foldrajzi hosszusagnal (A) milyen foldrajzi szélesség (¢) tartozik a
f6korhoz. Ehhez rajzoljunk fel egy olyan gémbhéaromszoget, melynek egyik cstcsa (A) az északi
polus, masik (B) a leirando f6kor felszallo csomoja, harmadik (C) pedig a f6kor egy tetszdleges
pontja.

Egészitsiik ki a haromszoget az abran lathaté modon. Ekkor a két megjelent haromszoghen
felirthatunk egy-egy szinusz tételt:



sing  sinf

= 25
sin A sina (25)
sin(180° —a)  sin90° (26)
sin(90° — B)  sin(90° — @)
Ezekbdl kapjuk, hogy egy tetszéleges f6kor egyenlete:
tan ¢ = tan g sin(A — A) (27)

Ahol feltettiik, hogy a kapott egyenletben A-t eltolhatjuk tetszéleges Ag-al.
Ezt felirva a két ismert pontra ((¢1, A1), (2, A2)) megkaphatjuk a f6kort leird két paramétert:

tand gin Ay — sin A

tan g =t "2 1 (28)

Tan g COS A9 — COS A\;

tan ¢1
t = 29
an sin(A; — Ag) (29)
Ebbél az alabbi eredményeket kapjuk:

Ao = —72,48° (30)
£ =69, 64° (31)

Ebbdl koévetkezik, hogy a repiilési péalya legdélebbi pontja —69, 64°.

3. Diakolimpiai szinti feladatok

D1. feladat

A feladat lényege, hogy atvaltsunk egyenlitsi koordinata-rendszerbdl ekliptikaiba. Ehhez felraj-
zolhatunk egy a csillagaszati gombharomszoghez hasonld gombhéaromszoget (lasd 2. abra). Itt 7
az ekliptika polusa, ¢ = 23, 5° az egyenlits és az ekliptika hajlasszoge, § az ekliptikai szélesség.
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4. dbra. Ekliptikai és ekvatoridlis koordindtarendszerek kozti atvéltasra hasznalhatéo gombha-
romszog

A feladat szovege szerint 6 = 53° 36" és av = 13" 49, 8™ azaz § = 53,6° és a = 207,45°. Igy
az egyenlitGi polussal szemkozti oldalra felirva egy koszinusztételt kapjuk, hogy:

B =57,9°. (32)

Ez a sz6g azt mondja meg, hogy az ekliptikihoz képest milyen szégben van az iistokos. Igy
az Ustokos h ekliptika sikja feletti magassiga egy szogfiiggvénnyel az alabbi moédon kaphato:

h =rsinf (33)

, ahol r = 0,725 CsE, az listokos Foldtsl mért tavolsaga. Innen:

h = 0,644 CSE. (34)

D2. feladat

A merididnon valé athaladaskor delelnek az égitestek, a csillagids pedig az éppen deleld csillag
rektaszcenzidja, tehat Krakkoban helyi id6 szerint 6:00-kor a csillagids S = 13"2m10°%. Krakko
ugyanabban az idézénadban van, mint Budapest, vagyis a zonaidd szerinti 6:00 az 5:00 UT-t jelent.

Mennyi ekkor a csillagid§ Greenwich-ben? 1° szélességkiilonbség idében 4 percnek felel meg,
vagyis AW = \/15 = 1"19™45, 25, A greenwich-i csillagids tehat 5:00 UT-kor:



S =8 — A0 = 11h42m24 8° (35)

0:00 UT o6ta kozépidSben 5 ora telt el. CsillagidGben ez tobb lesz, mivel a csillagnap rovi-
debb, mint a kozépnap. Egy évben 366,25 csillagnap, illetve 365,25 kozépnap van, vagyis ebbdl
aranyossaggal:

366, 25
AS =5 — " = 5hom49° 36
365,25 (36)
Tehéat a Greenwich-i csillagidé 0:00 UT-kor:
S =g — As = 6"11™35, 8° (37)

D3. feladat

A horizont és a Tejut sikjanak szoge megegyezik a zenit és galaktikus polusok tavolsagéaval, igy
elég azt kiszamolnunk.

A 2. egyenlit6i koordinata-rendszerben két pont tavolsagat a gmbhéaromszogtani Pitagorasz-
tétellel kapjuk:

cosd = cos Ad cos Aa (38)

, ahol d a keresett tavolsag, Ad a pontok deklinacidkiilonbsége, Aa pedig a rektaszcenziokii-
lonbségiik.

A galaktikus polus 2. ekvatorialis koordinatai meg voltak adva, igy csak a zenitre kell ezeket
kiszamolni. Azt egyszertien lehet latni, hogy a zenit deklinécidja a foldrajzi szélességgel egyezik
meg. Azt is tudjuk, hogy a zenit 6raszoge nulla, igy felhasznalva a csillagid6 képletét (© = a+t)
kapjuk, hogy a zenit rektaszcenzidja a csillagidével egyezik meg. A greenwichi csillagidébdl a
helyit igy kapjuk ha hozzaadunk At = A)\géoﬁ orat, ami most 1,267 ora. 1gy ceny = 7,067 h =
106°.

Igy:

cosd = cos(47,5° — 27,22°) cos(192, 85° — 106°)
Innen kapjuk, hogy d = 87° szoget zar be a Tejut sikja a horizont sikjaval.



